
Mathematik 11/12 Gruppenpuzzle: Abstand Punkt-Gerade R. Schwörer

Gesucht ist der Abstand d des Punktes P von der Gera-
den g im dreidimensionalen Raum.

Gegeben:

P(1 | 2 | 5) und g: ~x =

 5
−6
−5

+ t ·

 2
2
1

 mit t ∈ RI

Expertengruppe A: Variante mit Hilfsebene

Idee:

• Ermittle die Gleichung der Hilfsebene H, die or-
thogonal zur Geraden g ist, und die den Punkt P
enthält.

• Bestimme den Schnittpunkt S der Hilfsebene H
und der Geraden g.

• Der gesuchte Abstand d ist dann die Länge des

Vektors
−→
PS.

Rechnung:

• Normalengleichung der Hilfsebene H:

~x−
 1

2
5


 ·

 2
2
1

 = 0

Ausmultipliziert: H: 2x1 + 2x2 + x3 − 11 = 0

(Oder die Koordinaten von P gleich in die Koordinatengleichung 2x1+2x2+x3 = e einsetzen
und den Wert von e ermitteln.)

• g ∩ H = {S}: g in H: 2(5 + 2t) + 2(−6 + 2t) + (−5 + t) = 11
−7 + 9t = 11

t = 2

In g: ~xS =

 5
−6
−5

+ 2 ·

 2
2
1

 =

 9
−2
−3

 =⇒ S(9 | − 2 | − 3)

•
−→
PS=

 8
−4
−8

 Also gilt d =
∣∣∣∣−→PS∣∣∣∣ = √64 + 16 + 64 =

√
144 = 12

Der Abstand des Punktes P von der Geraden g beträgt also 12 LE.

Aufgabe:

Berechne auf die gleiche Art den Abstand des Punktes P(9 | − 2 | − 2) von der Geraden

g: ~x =

 7
−6
12

+ t ·

 3
−2
4

 (t ∈ RI ).
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Expertengruppe B: Variante mit Punkteschar — Ermitteln des orthogonalen Vektors

Idee:

• Betrachte die Punkteschar Xt aller Punkte auf der
Geraden g.

• Ermittle den Parameter t, für den der Vektor
−→
PXt orthogonal zur Geraden g ist. Der zugehöri-
ge Punkt sei Q.

• Der gesuchte Abstand d ist dann die Länge des

Vektors
−→
PQ.

Rechnung:

• Punkteschar Xt(5 + 2t | − 6 + 2t | − 5 + t)

• Der Vektor
−→
PXt =

−→
OXt −

−→
OP soll orthogonal zum Richtungsvektor der Geraden g sein.

Also muss gelten:

 2
2
1

 ·
 4 + 2t
−8 + 2t
−10 + t

 = 0

8 + 4t− 16 + 4t− 10 + t = 0
9t− 18 = 0

t = 2

In g: ~xQ =

 5
−6
−5

+ 2 ·

 2
2
1

 =

 9
−2
−3

 =⇒ Q(9 | − 2 | − 3)

•
−→
PQ=

 8
−4
−8

 Also gilt d =
∣∣∣∣−→PQ∣∣∣∣ = √64 + 16 + 64 =

√
144 = 12

Der Abstand des Punktes P von der Geraden g beträgt also 12 LE.

Aufgabe:

Berechne auf die gleiche Art den Abstand des Punktes P(9 | − 2 | − 2) von der Geraden

g: ~x =

 7
−6
12

+ t ·

 3
−2
4

 (t ∈ RI ).
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Expertengruppe C: Variante mit Punkteschar — Minimieren des Abstandes

Idee:

• Betrachte die Punkteschar Xt aller Punkte auf der
Geraden g.

• Bestimme den vom Parameter t abhängigen Ab-
stand des Punktes Xt vom Punkt P:

d(t) =
∣∣∣∣ −→PXt

∣∣∣∣
• Berechne das Minimum der Funktion d(t).

Rechnung:

• Punkteschar Xt(5 + 2t | − 6 + 2t | − 5 + t)

• d(t) =
∣∣∣∣ −→PXt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ −→OXt −
−→
OP

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
 5 + 2t
−6 + 2t
−5 + t

−
 1

2
5


∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
 4 + 2t
−8 + 2t
−10 + t


∣∣∣∣∣∣∣

=
√
(4 + 2t)2 + (−8 + 2t)2 + (−10 + t)2

(Da man das dann ableitet, brauchen die Klammern nicht aufgelöst werden.)

• Entweder man gibt den Term von d(t) in den GTR ein und lässt das Minimum berechnen,
oder man bestimmt das Minimum durch Ableiten:

d(t) ist minimal ⇐⇒ d′(t) = 0 und VZW (−)→ (+)

d′(t) =

∣∣∣∣∣∣2 · (4 + 2t) · 2 + 2 · (−8 + 2t) · 2 + 2 · (−10 + t)

2 ·
√
(4 + 2t)2 + (−8 + 2t)2 + (−10 + t)2

= 0

16 + 8t− 32 + 8t− 20 + 2t = 0
18t = 36
t = 2

Der Nenner von d′(t) ist positiv und der Zähler ist eine wachsende lineare Funktion.
Der VZW ist also (−)→ (+) und es liegt für t = 2 ein Minimum vor.

d(2) =
√
(4 + 2 · 2)2 + (−8 + 2 · 2)2 + (−10 + 2)2 =

√
82 + (−4)2 + (−8)2 =

√
144 = 12

Der Abstand des Punktes P von der Geraden g beträgt also 12 LE.

Aufgabe:

Berechne auf die gleiche Art den Abstand des Punktes P(9 | − 2 | − 2) von der Geraden

g: ~x =

 7
−6
12

+ t ·

 3
−2
4

 (t ∈ RI ).
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Expertengruppe D: Variante mit Berechnung des Winkels (Variante nach Seidel)

Idee:

• A sei ein beliebiger Punkt auf der Geraden g (z.B.
der Stützpunkt der Geraden).

• Berechne den Winkel zwischen der Geraden g und
der Geraden AP.

• Berechne d durch trigonometrische Beziehungen
im Dreieck ASP.

Rechnung:

• Stützpunkt A(5 | − 6 | − 5)

• cosϕ =
|
−→
AP · −→mg |

|
−→
AP | · | −→mg |

=

∣∣∣∣∣∣∣
 −48

10

 ·
 2

2
1


∣∣∣∣∣∣∣

√
16 + 64 + 100 ·

√
4 + 4 + 1

=
18√
180 · 9

≈ 0, 447

ϕ ≈ 63, 43◦

• Im Dreieck ASP gilt: sinϕ =
d

|
−→
AP |

=⇒ d = sinϕ · |
−→
AP | = sinϕ ·

√
180 = 12

(Hier muss unbedingt mit dem genauen Wert des Taschenrechners für ϕ gerechnet werden.)

Oder man berechnet d durch die geschlossene Formel

d = |
−→
AP | · sin(arccos

 | −→AP · −→mg |

|
−→
AP | · | −→mg |

) = √180 · sin(arccos( 18√
180 · 9

)
) = 12

Aufgabe:

Berechne auf die gleiche Art den Abstand des Punktes P(9 | − 2 | − 2) von der Geraden

g: ~x =

 7
−6
12

+ t ·

 3
−2
4

 (t ∈ RI ).


