11/12 Mathematik Aufgaben mit Ebenen R. Schwérer

Q © Q© Gruppe Herz: Punktprobe © © ©

Um zu priifen, ob ein Punkt auf einer Ebene (in Parameterform)
liegt, setzt man dessen Ortsvektor fiir das Z auf der linken Seite in
die Ebenengleichung ein. Man 16st das LGS mit den drei Gleichungen
mit dem GTR. Gibt es eine Losung, so liegt der Punkt auf der Ebene,
ansonsten nicht.

Um zu priifen, ob vier Punkte auf einer Ebene liegen, stellt man die
Parameterform der Ebene durch drei der vier Punkte auf und priift,
ob der vierte Punkt auf dieser Ebene liegt.

a) Gegeben ist die Ebene E mit
2 1 —4
E: 2= -2 | +s-| -1 [ +t-] 2
1 3 -1
Liegt der Punkt P(3 | 1| — 4) auf der Ebene E?
Liegt der Punkt Q(—3| — 1|8) auf der Ebene E?

(s,t € R)

b) Liegen die Punkte A(—1|0]3), B(2|—1]3), C(—=3|3]2) und
D(—4| 1] 3)auf einer Ebene?

TIP P:
Zum Aufstellen einer Ebenengleichung in Parameterform verwendet
—
man als Richtungsvektor z.B. den Vektor AB. Um dessen Komponen-

ten zu bestimmen denke man in jeder Zeile an den Spruch: ,Wie komme
ich von A nach B?7“
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Q© © QO Gruppe Herz — Losungen © © Q

)

b)

Punktprobe mit dem Ortsvektor des Punktes P:

()

Um dieses LGS mit dem GTR losen zu koénnen, bringt man die
Richtungsvektor auf die linke Seite und den Vektor, der links stand,
auf die rechte Seite und verwendet gleich die Matrixschreibweise.

S t S t
~1 4 |-1 1 0lo
GTR: 1 —2(=3| ™ | 0o 110
3 1|5 0 0]1] —0=10

Der Punkt P liegt also nicht auf der Ebene E.
Punktprobe mit dem Ortsvektor des Punktes Q:

-3 2 1 4
1= =2 |+s-| =1 |+t 2
8 1 3 1
st st
1 45 1 03] — s=3
GTR: 1 -2 1] ol o1 2] s t=2
3 1 | -7 0 0/0|] —0=00

Der Punkt Q liegt also auf der Ebene E.
Gleichung der Ebene durch die Punkte A,B und C:

. . N -1 3 -2
Z=0A +s- AB +t- AC = 0 +s-| =1 |+t 3
3 0 —1
Punktprobe mit dem Ortsvektor des Punktes D:
S t st
-3 2| 3 1 0 |-1 — s=—1

rref.

GTR: 1 -3|-1| — 0 110
0 110 0 01]0

— t=0
— 0=0 ©JA
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& & & Gruppe Karo: Schnitt von Gerade und Ebene $ & &

Um die gemeinsamen Punkte einer Gerade und einer Ebene (in Pa-
rameterform) zu bestimmen, setzt man die beiden Parameterformen

gleich und 16st das LGS mit dem GTR. Wichtig ist dabei, dass die
Parameter von Gerade und Ebene unterschiedliche Variablen haben!

Erhélt man unendlich viele Losungen (Gleichung 0=0), so liegt die
Gerade in der Ebene. Gibt es keine Losung (Gleichung 0=1), so ist
die Gerade parallel zur Ebene, aber nicht in dieser enthalten.

a) Bestimme den Schnittpunkt der Geraden g mit der Ebene E.

—2 2
g TI=| -2 |+r-| -1 (r e R)
2 —1
2 1 —4
E: =] -2 | +s-| =1 | +¢t-| 2 (s,t € R)
1 3 -1

b) Bestimme den Schnittpunkt der Geraden h mit E aus a).

4 2
g ¥=| 1 |+t-| O (teR)
) )

c) Bestimme die gegenseitige Lage der Geraden g und der Ebene E.

—4 5
g =] 1 [+t 3 (teR)
3 —2
—1 3 —2
E: = 0 |+s-| -1 [+¢t-| 3 (s,t € R)
3 0 -1
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& O < Gruppe Karo — Losungen & & &

a) Gleichsetzen der Parameterformen:
-2 2 2 1 —4
2 | +r-| -1 |=| -2 |+s-| -1 |+¢- 2
2 —1 1 3 -1

Um dieses LGS mit dem GTR lésen zu kénnen, bringt man alle
Parameter auf die linke Seite und den Vektor, der links stand, auf
die rechte Seite und verwendet gleich die Matrixschreibweise.

r S t T s
2 -1 4 4 1 0 0 |—6 — r=—06
11 20| ™ o 1 0|4 | — s=4
-1 -3 1 |-1 0 0 1|5 | — t=5
-2 2 —14
ring. r=| -2 |—-6-| -1 | = 4
2 -1 8

g und E haben also den Schnittpunkt S(—14 |4 |8).

b) Der Parameter ¢ der Geraden h kommt schon in E vor. Deshalb
muss man diesen z.B. in 7 umbenennen. Gleichsetzen, Umsortieren:

r S t T S t

9 —1 4 ]-2 1 0 110

0 1 —2/-3| ™ 10 1 —2]0

5 -3 1|6 0 0 0]1] —0=10

Es gibt keine Losung, also auch keinen Schnittpunkt. h und E sind
also parallel.

c) Gleichsetzen, Umsortieren:

T S t T S t

5 -3 23 1 0 —0,5|0

3 01 —3|-1| ™ |0 1 —15[-1

2 0 10 0o 0 0 |0]| —0=00

Es gibt unendlich viele Losungen, also unendlich viele gemeinsame
Punkte. Also liegt g in E.
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& & & Gruppe Kreuz: Schnitt von zwei Ebenen & & &

Um die gemeinsamen Punkte von zwei Ebenen (in Parameterform)
zu bestimmen, setzt man die beiden Parameterformen gleich und
16st das LGS mit dem GTR. Wichtig ist dabei, dass die Parameter
der beiden Ebenen unterschiedliche Variablen haben! Wenn sich zwei
Ebenen in einer Geraden schneiden, so muss man einen Parameter
einer Ebene durch den anderen dieser Ebene ausdriicken. Durch Ein-
setzen in die urspriingliche Gleichung erhélt man die Schnittgerade.

Gibt es keine Losung (Gleichung 0=1), so sind die Ebenen parallel
verschieden.

a) Bestimme die Schnittgerade der Ebenen E und F.

2 1 —4
E: =] -2 | +s-| =1 | +¢t-| 2 (s,t € R)
1 3 —1
2 3 5t
F: Z=12 |+q-| -1 |+7r 0 (¢g,7 € R)
2 —1 —2

-1 3 —2

B o= 0 |+s-| -1 ]|+e-| 3 (5,t € R)
3 0 -1
-3 5) -1

F: 7= 1 [ +q-| 3 |+r-| =2 (g, € R)
3 —2 1
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& & & Gruppe Kreuz — Losungen do o &

a) Gleichsetzen der Parameterformen:

2 1 —4 2 3 5
=2 |4s| =1 [+t 2 =12 |+g| -1 [+r] O
1 3 -1 2 -1 -2

Um dieses LGS mit dem GTR lésen zu kénnen, bringt man alle
Parameter auf die linke Seite und den Vektor, der links stand, auf

die rechte Seite und verwendet gleich die Matrixschreibweise.
S t q r S t q r

1 —4 -3 —5/0 1 0 0 -55]| 15
1 2 1 olal ™ | 0o 1 0 -8/ 2
3 -1 1 2|1 0 0 1 10,5 —23

Die letzte Zeile lautet ¢ 4+ 10, 5r = —23 also ist ¢ = —10, 5r — 23.
Dies setzt man in F ein, sortiert die Vektoren und erhalt

2 3 5
=12 [+ (-10,5r—23)-| =1 | +r-| O
2 —1 —2
2 3 3 5
=2 |-105 | -1 ]-23-| =1 |+r-| ©
2 —1 —1 —2
2 —-31,5 —69 5
=12 |+r-: 10,5 |+ 23 |[+7r-| O
2 10,5 23 —2
—67 —26,5
= 25 +r- 10,5 Das ist die Schnittgerade.
25 8,5

b) Gleichsetzen und Umsortieren:

S t q r S t q r

3 -2 -5 1 |-2 1 0 -3 110
1 3 -3 201 | ™10 1 -2 110

0 -1 2 —1|0 0 0 0 01

Keine Los. (Letzte Zeile: 0=1). E und F sind parallel verschieden.



