Mathematik Oberstufe,

Analytische Geometrie Fllﬁball-WM 2010 28.06.2010

A%

[ é

T
TN
T

TN,

/Pfosten
Pfostenmitte
Al
;;7 p \ ;;;7 X2
S 1 1 — 1 1 1
4 -3 -2 -1 1 2 3 4
1
2
3
4
5
6
7
8

9 Durchmesser der Querlatte: 12 cm
@ 10 Durchmesser der Pfosten: 12 cm
Durchmesser des Balls: 22 cm

Die Abbildung zeigt ein Fulballtor in einem Koordinatensystem mit Léngeneinheit 1 m. Der
Stiitzpunkt der Geraden entlang der Lattenmitte ist 1.(0,06 | 0 | 2,5) und die Stiitzpunkte der
Geraden entlang der Pfostenmitten sind P1(0,06 | 3,72 | 0) bzw. P5(0,06 | — 3,72 0).

Pfosten, Latte und Torlinie haben einen Durchmesser bzw. eine Breite von 12 cm, so dass die
xo-Achse die Hinterkante der Torlinie darstellt, die der Ball laut FIFA-Regeln vollstindig
iiberqueren muss. Der Ball hat einen Radius von 11cm.

a) Beim Achtelfinalspiel zwischen England und Deutschland schoss in der 40. Spielminute der
Engldnder LAMPARD den Ball so gegen die Unterkante der Latte, dass er von dort ins Tor
abprallte. Der Ballmittelpunkt bewegte sich dabei auf der Geraden

0,2 6
. 7= 0 +1- 5 mit ¢t € R.
2.4 22,9

Bestimme den Punkt A, in dem der Ball auf dem Boden aufgekommen ist. Handelte sich
dabei um ein reguléres Tor (das nicht gegeben wurde)?

(Tipp: Der Ball kommt genau dann auf dem Boden auf, wenn sich dessen Mittelpunkt 11 ¢cm
tiber dem Boden befindet.)

b) Samstag, 3. Juli 2010, 18.30 Uhr: Viertelfinale Argentinien gegen Deutschland:
Es steht 1:1 nach der Verldngerung und es kommt zum Elfemeterschieen. MESSI schief3t
den Ball (genauer gesagt: den Mittelpunkt des Balls) vom Punkt E(11]0]0,11) geradlinig
Richtung Punkt R(—1|1,9]2). NEUER hélt den Schuss sicher, wenn die Flugbahn weniger
als 2,5 m vom Punkt N(0,2|0|0) entfernt ist. Erzielt MESSI das 2:17

c) Danach drischt OziL den Ballmittelpunkt entlang der Geraden

11 —55
0. = 0 +t- 17 mit t €R
0,11 11

ins rechte obere Eck. Trifft OziL das Tor, ohne dass der Ball den Pfosten oder die Latte
beriihrt?

Ralph Schwérer, Stegen
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0,2 6
a) Hier muss der Schnittpunkt der Geraden l: 7 = 0 |+t 5 mit der Ebene
2,4 22,9
Ei: 23 =0,11 bestimmt werden. Man erhéalt 2,4+22,9t=0,11
22,9t = —2,29
t =-0,1
t = —0,1 in | eingesetzt ergibt den Schnittpunkt
m S(—0,4| —0,5]0,11). Der Ball kam also im Punkt
2 x3=0,11 A(—0,4| —0,5]|0) auf dem Boden auf. Dieser befin-
\ 11}/ det sich 40 cm hinter der Torlinie, so dass es sich um ein
z3 =0 (Boden) reguléres Tor handelte, das der Englischen Mannschaft
A zu Unrecht aberkannt wurde.
11 —12
b) Der Mittelpunkt des Balls bewegt sich auf der Geraden m: 7 = 0 +¢t-1 1,9
0,11 1,89

Zu berechnen ist nun der Abstand des Punktes N(0,2]0|0) von der Geraden m. Dies kann
durch Aufstellen einer zu m orthogonalen Hilfsebene durch N erreicht werden.

Variante mit Verwendung des GTR: Betrachtet man einen beliebigen Punkt X; der Geraden
m, so gilt fiir dessen Abstand zum Punkt N:

11— 12¢ 0,2
.

d(t) = ‘N'Xt _ 1ot B

0,11+ 1,89¢ 0

= /(10,8 — 126)2 + (1,9¢)% + (0, 11 + 1, 89¢)?

Das Minimum des Abstandes d(t) kann man mit dem GTR berechnen und man erhélt
Apin =~ 2,431 < 2,5. NEUER hélt also den ersten Elfmeter und es bleibt beim 1:1.

Der Ball beriihrt genau z.B. den Pfosten, wenn der Mittelpunkt
des Balls von einem Punkt der Geraden entlang der Pfostenmitte
genau 17 cm entfernt ist. Ist also der kleinste Abstand der Ge-
raden des Ballmittelpunktes und der Pfostenmitte kleiner oder
gleich 17 c¢m, so fliegt der Ball gegen den Pfosten.

Zu berechnen ist hier also der Abstand der windschiefen Geraden des Ballmittelpunkts 6
und der Mitte des rechten Pfostens p; bzw. der Mitte der Querlatte q.

11 —55 0,06 0
0. = 0 +t- 17 Pfostenmitte rechts p;: =1 3,72 | +t-| 0
0,11 11 0 1
—55 0 17
Zu beiden Richtungsvektoren orthogonaler Vektor: 77 = 17 x| 0 |=1] 5
11 1 0
10,94 17
—-3,72 || 55
) 0,11 0 | — 18,62 _
d(6,py) = NI = =1L 0,323 > 0,17
10,94 —11
0,06 0 S B
Fiir die Querlatte q: = 0 +t-| 1 | d(6,q) = 2,99 o ~ 0,198

Beide Absténde sind gréfier als 17 cm. Der Ball beriihrt also weder Pfosten noch Latte. Er
fliegt ins Tor, weil 6 die zo-z3-Ebene in O(0 | 3,4 | 2,31) schneidet — unhaltbar.



